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Vorwort

Das Thema ,Kurven® ist sehr umfangreich. Ich habe sehr lange recherchiert, um herauszufinden,
was das Internet so alles anbietet, oder mit anderen Worten, welche Kurvenarten und welche

Fragestellungen zu untersuchen sind.

Ich habe jetzt abschlielend die Stoffverteilung so vorgenommen, dass ich im Text 54010 zun/icr.st
beschreibe, was fiir Arten von Kurvengleichungen auftreten kbnnen. An Hand einiger Beissic!e zeige
ich dann, wie man sie ineinander umrechnen kann. Diesen Text sollte man ansehen,shevor 1iian sich

in den vorliegenden Text hineinarbeitet.

Im vorliegenden geht es um Kurvendiskussionen, was man auch unter dem Nam<n
Differentialgeometrie zusammenfasst. Ich befasse mich dabei in erster Lini=’m!: der Darstellung der
Kurven in Parameterform oder mit Polarkoordinaten. Die impliziten Gleici:ungen der Form F(x,y) =0
werden nur am Rande gestreift. Dazu wird gelegentlich ein eigener Fext erstellt. Wer also mit

partiellen Ableitungen nicht umgehen kann, wird diese kleinen Akechaitie wohl Gberspringen.

Quellen:

Danke an Herrn André Méssner vom Gymnasium “aivionsschule Zug Schweiz, der mir mit seiner

Arbeit ,Geometrie der Kurven®, die im Internetzuinden ist, einige Anregungen gegeben hat.

Ebenso danke ich Herrn Gerhard Heingcho fir seine Manuskripte ,Rollkurven - Vom Spiel zum PC*,

ebenfalls aus dem Internet.

www.mathe-cd.de Friedrich Buckel



54011

Differentialgeometrie

Inhalt
Ableitungen

1.1 Vektordarstellung von Parameterkurven

1.2 Die 1. Ableitung von Parameterkurven — Tangenten und Normalen
Tangenten und Normalen an einen Kreis
Waagrechte und senkrechte Tangenten finden

1.3 Die 1. Ableitung in Polarkoordinaten

1.4 Die 2. Ableitung in Parameterdarstellung

1.5  Trainingsaufgaben

Kriimmung eines Kurvenbogens

2.1 Krimmungsformel (Koordinatendarstellung): K= 71— 2)3/2
\ J
2.2  Krimmung eines Kreises
2.3 Krimmungskreise fur Ellipsen
2.4 Allgemeine Formel fiir den Krimmungskreisriadies
Anwendung auf die Ellipse
Sinuskurven
Kettenlinie y =a- cosh[?}
2.5 Krimmungsformel fiir die Raranmiéterdarstellung: « = (y;(—z()s)//z
X“+y

Anwendung: Kreis,in 2arameterdarstellung
Anwendung: Ellicse wn Farameterdarstellung
Anwendung: Zvkloide in Parameterdarstellung

Trainingsaufanben

Liange eines K ¥'ve nbogens

3.1 Fir eing,Funktion y = f(x)

Seispiel: Kettenlinie y =2-cosh [g}

oW
[

bogenlange fur eine Kurve in Parameterdarstellung

Beispiele: (1) i(t):( t J

(2)  Zykloide:  x(t)=2*(t-sin(t)) und y(t)=2-(1-cos(t))
(3) Ellipse: x(t)=4-cos(t) und y(t)=3-sin(t)

(4)  x(t)=t* und y(t)=sin(t)

(5) Asteroide: x(t)=a-cos’(t) und y(t)=a-sin’(r)

3.3 Bogenlange fir eine Kurve in Polarkoordinaten

D O O

‘D

0
11

13

14
15
17
17
18

19

21

21
21
22
23

24

25

26

26

27
28
28
29

31

www.mathe-cd.de

Friedrich Buckel



54011 Differentialgeometrie

4 Flachenberechnung
Far Parameterdarstellung (Beispiel: Zykloide)
Flache von Schleifen (Problem der Grenzen)

Fur Polarkoordinaten (Beispiel: Archimedische Spirale)
5 Singulédre Punkte

Losung der Aufgaben

32
32
33
34

36

41 -(o8

www.mathe-cd.de

Friedrich Buckel



54011 Differentialgeometrie 5

1 Ableitungen

1.1 Vektordarstellung von Parameterkurven

Als Schiiler lernt man, dass die geometrische Darstellung einer Funktion zu Schaubildern fuhrt.
Diese nennt man meist Funktionsgraph oder auch Kurven. Bei Funktionen liegt dabei eine eindeutige
Zuordnung x — y = f(x) vor. Dann aber gibt es Kurvenbeispiele (Kreis, Ellipse, in x-Richtung
geodffnete Parabel usw.), die nicht mehr Schaubild einer Funktion sein kdnnen, weil die Zucsdiving

x — y nicht mehr eindeutig ist.

Bei vielen Kurven kann man die Punkte auch mittels eines Parameters berechnen, di:r m»istens t
genannt wird, weil dazu auch oft die Vorstellung passt, dass t eine Zeit angibt. Dalurch erscheint die
Kurve als Darstellung einer Bewegung. Auf Seite 6 des Textes 54010 wurde dazl der waagrechte

Wourf als Beispiel angefiihrt.
Far die wissenschaftlich betriebene Mathematik ist es an dieser Stelle‘iiatwendig, den Begriff Kurve

zu definieren.

Definition:

(

~N

Eine Kurve C ist eine Abbildung t — X(t), die jedtinVert t eines Intervalls D, =[a;b]

x;(t)

eindeutig einen Vektor f((t) = Xz(t) der Miange R" zuordnet.
X, (1)
t heil’t der Kurvenparameter, der Yentor heilt Parameterdarstellung der Kurve C.

Der Punkt A = (x1(a) | x,(a)].-26x, (”)) heilt Anfangspunkt der Kurve und entsprechend

dazuist B =(x,(b)|x,(b)!..%x, (b)) ihr Endpunkt.

Damit besitzt die Kurvz=gine, Durchlaufrichtung oder Orientierung. )

\_

Im Falle n = 2 spricht man :on einer ebenen Kurve, im Falle n = 3 von einer raumlichen Kurve.

Beispiele:

Lo CRXRE ) o (x(t 2t .
a) t—X(th5]| X;\(t;j = (ygt;j =(_t2 +4j stellt eine Parabel dar.

Im Text 55010 wird gezeigt, wie man daraus die Koordinatengleichung y = —}xz +4 erhalt.

= 1 t oder 4. t ) .
b) Wt—oX(t)= [;:Et))j = (;23) = [4 Z?:((t))j stellt einen Kreis dar.

Er hat diese Koordinatengleichung x* +y* =16:

x(t) r-sin(t)
c)  Die Schraubenlinie (Helix): X(t)=|y(t)|=|r-cos(t)|. te[-2n;4n]

)
z(t) c-t -

ist eine raumliche Kurve.

www.mathe-cd.de Friedrich Buckel
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1.2 Die 1. Ableitung von Parameterkurven — Tangenten und Normalen

- x(t
Wir betrachten differenzierbare Funktionen x — x(t) :( ( )j d. h. x(t) und y(t) seien differenzierbar.

y(t)

Beispiele

) 2t
a)  tox(t)= (;Em - [_tz i 4)

Koordinatenweises Ableiten: i(t)z(_zzJ, denn X(t)zz—)::Z und y(t):ﬂ: 2t

dt
(Die Ableitung nach (der Zeit) t bezeichnet man in der Regel durch einen Punk)
Durch Division entsteht: M _a 9y _ y'(x)
x(t) % dx
)
Andererseits entsteht: M = -2t === —lx
x(t) 2 2

Kontrolle mit der parameterfreien Darstellung:

Die Funktion x(t) = 2t ist streng monoton und daher umkehrhar 5, Die Umkehrfunktion ist

t=1x. Setztmantin y(t) ein, folgt y(x)=—(3x) +4 DHzw, y=—=Xx"+4.
: o)’ £

2

Leitet man diese Funktion ab, folgt y'= j—y = —%:' . Man erhalt (nattrlich) dasselbe!
X
T g RN - S 10
Also hat man folgende Mdglichkeit, Ableitungen zu.bezecnnen: y'(x) = i W
X G X

-

- x(t
Den Vektor x(t) = (ym nennt man Tangentenvektor oder Geschwindigkeitsvektor.

Die Gleichung einer Tangente k2arimzn mit der Punktsteigungsform y -y, =m(x-x,)

aufstellen oder mit dem Tangentanvektor: X = X, +k-X(t)

Analoges gilt fiir die Gleickt na einer Normalen: Da eine Normale auf einer Tangente
senkrecht steht, verwendet (nznais Steigung fur die Normale den negativen Kehrwert.

Fir die vektorielle Nor/naiangleichung verwendet man den Normalenvektor als Richtungsvektor.
Dieser entsteht aus den» Tangentenvektor durch Vertauschen der Koordinaten und Anderung des
Vorzeichens einer Kooidinate.

Beispiel: EinewTangente habe die Steigung mr =2, was man durch einen Tangentenvektor

/
U= L;) realisieren kann. Die Normale hat dann die Steigung m, = -1, was man mit

dem Normalenvektor n = [_zj erreicht.

1
Hinweis: Die Punktsteigungsform I4sst sich umformen:

y(t)=y(t)=y'(t)(x(t)-x(t)) < V(t)—y(t1)=Y(h)(X(t)—X(h))
y(t)-y(t) _y(t)

x(t)-x(t,) x(t)

So wird sie auch oft fur Parameterkurven angegeben.

www.mathe-cd.de Friedrich Buckel
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b) Tangenten und Normalen an einen Kreis.

Gegeben sei der Kreis t > )?(t) _ (;g;) _ (1::((:))) )
Berechnung der Ableitung: X = (;E:;J = (;4 c?)lg((tt))] (2) Tangentenvektor

y(t 4-cos(t):_003(t):_ 1 ——cot(t) 43)

) _
(t) —4 -sin(t) sin(t) tan(t)
(t

4-cos(t)
= 4
[ —4 -sin(t )j @)
Dies ist die aus der Schule fast verschwundene Kotangensfunktiont (Kehrwert des Targens).
Andererseits hat dieser Kreis die Gleichung x* +y* =16 und dié beiden Halk«uzisfunktionen

=\16-x* bzw. y, = —/16—x*. Deren Ableitungen sind dann ys' =% % X
W16-x2  J16-x2

Tangentensteigung: y'(x)=

5l

Normalenvektor:

(A) Gleichungen der Tangente und Normale fiir t # 1 7.

a1
Kreispunkt: X(4m)= (j 2 ; J cvh (2\/5 | 242
2
Tangentensteigung: y'(2\/§) = _tanz1 TN 1
XTC 1

: y(t) 722 N2
y (2f -1
e (2v2) &,
Aus der Punktsteigungsform erhalt man.iann die

Tangente: y—fx/i__‘z—L(x—Z\/E) d.h. y=-x+4/2

Oder vektoriell: Tangentenvektdi‘in P;: i(%n){ig ;j ( (( ))J ( 4.'%%\/?]:(_22%]:2&'(_3

Oder so:

i q - _[242 (-1)
Mit dem verklrzten Ridatngsvektor: Tangente: X = +S
Normale in P, (2\/5 i ?\/2_) : Steigung: my = 1 +1
mT
Punktstergungsform: y—2x/§=1~(x—2\/§) d. h. y =X
o\, o = (242
Vektsriel: =vormalenvektor in Py: n= 2f
2.2
: NG ( j
Normalengleichung: X = +s-
gleichung 27

www.mathe-cd.de Friedrich Buckel
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(B) Tangente und Normale fiir t = 0:

i S x(0)) (4-cos(0)) (4
: = = = P, (4
Kreispunkt x(0) (y(O)j (4~sin(0) 0] © ,(410)
1 v 4 1 1 " 1 "
Tangentensteigung: x(0) = (Oj und y'(4)= 1 0 ="5="
an
d. h. der Kreis hat in P, eine senkrechte Tangente: ,x=4°“
. . . -8
Hinweis: Das erfahrt man auch so: y'(4)="4+ —" =""
y ( ) 216 -16
- -4 -sin(0
Vektoriell: Tangentenvektor: x(0) = (4 . CZIQ((O))] = (2) =4. (?j
. - (4 (0
Tangente: x—(ojﬂ (J

Normale in P,:  Steigung: m = A tan(0) =0
mT

d. h. horizontale Gerade durch P, (4]0), also die x-Achse. y = 0.

Vektoriell: Normalenvektor: ﬁ:(gj=4(gj
Normale: i:[g}rs(gj
(C) Tangente und Normale fiirt= 2n
5 Can(_a
Kreispunkt: X(2n)= 4 cos(sn)}:| ( ;\/5) :[_Z*EJ < P (—2J§|2)
1 5 1 3
4-sin(gm) ¢ 41 2
: —4 -sithon) 43 -2 1
T t ktor: X(2n)= \ = = =_2.
angentenvektor X(%n) (4.008\“)] [4.(_%\/5) (_Z\EJ [\/gj
N\
Normalenvektor: n :(2 J? )LKGJ
_— v y 243 S 1 1
Tangentensteigung: —243)=2=———=4/3 oder so: = = =\/§
g gung Yie2B3) =1 =—=18 Y an(3) 1B

Tangente in P, (—2\/5 | 2):

Punktsteigunggiarm y—2=\/§'(x+2\/§) o y:\/§~x+8

i 5 _|—2v3 1
Vektoriell: = .
ektorie X [ 5 j+s [\/gj
Normale in P3(--2\/3 |2) : Steigung: my=——=—

Purlstzigungsform: y-2= —%\/§~(x+2«/§)

Vektoriell: )—(:[—2@]%.[\5)

www.mathe-cd.de Friedrich Buckel
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Waagrechte und senkrechte Tangenten finden
Wir haben beim Beispiel des Kreises gesehen, dass es im Punkt P, eine senkrechte Tangente gibt.

Dort hat eine Tangente eine unendlich gro3e Steigung. Da man die Tangentensteigung durch

t
y'(x) =-——= berechnet, folgt, dass im Falle

=0 und y(t)=0 der Wertvon y' unendlich groR ist: senkrechte Tangente.

y(t)=0 und x(t) =0 die Tangentensteigung 0 ist, was auf waagrechte Tangente ninv,eist.

Tritt der Fall auf, dass beide, also Zahler und Nenner 0 werden, dann kann der Saz vun de L’'Hospital

weiterhelfen, was ich spater am Beispiel einer Zykloide zeige.

Doch nun mussen wir zuerst lernen, wie man zweite Ableitungen bereciv et.

1.3 Die 1. Ableitung in Polarkoordinaten

Wenn eine Kurve durch die Gleichung r=r(¢) gegeben ist, erstellt man

mit Hilfe von x =r-cos(¢) und y=r-sin(¢) zwe.Cichungen, in denen dann

¢ als Parameter auftritt. Dann gilt wie zuvor ' =

x-|<

Beispiel: Fir die Archimedische Spirale gilt=".= <P

Also erhadlt man diese Parame'ardarstellung:

A\
J

Ableitungen nach ¢ mit der Psadiktregel:
X (¢4 2-cos(¢) +2¢-(-sin(g)) = 2(cos(9) - ¢-sin(¢))
y () = 2-sin() + 2¢-cos(¢) = 2(sin(¢) + ¢-cos(¢))

Tangentensteigung: y'= y((p) = sin(e )HP COS((p) . "
x(¢) cos(¢)-¢-sin(e) L promn2
Wenn ¢ = Z7¢.ist,"ann man durch cos(¢) kiirzen: R
., tan(e)+o 1 "
_1—cp-tan((p) /-5 5 -4 3 -2 -1 -10 1 2 3 4 5
Tangents fir o =1 n.
_ Cl1) n-cos(n/2) _(oj
Kurvenpunkt: X(zn)_(ﬂ:'Sin(n/Z) =] © P(0[n)
in(2n)+ 7. 1 ix.
Tangentensteigung y'= S|n(2n)+ 2™ C?S(zn) = T+27-0 = _2
cos(4n)—4n-sin({n) O-in-1 =«
Tangentengleichung: y=-2.x+n1 & y=~-0,637-x

www.mathe-cd.de Friedrich Buckel
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1.4 Die 2. Ableitung in Parameterdarstellung

dy .
Wir hatten ermittelt: y'(x) = % =2= %
X F X

Mit Kettenregel und Quotientenregel erhalt man daraus die 2. Ableitung:

d ng. 'ﬂ@d[y(t)} 1 @§(t)-x()-x(t)-y(t) 1 _ y(t)~>'<(t)—563(t)«y(t)

)=y 0= 1) 5 = &k

(1) (x(1)) X(1) (%()

Erklarungen dazu:

(1) Da y(x) von x abhangt, benétigt man die Kettenregel, d. h. man leitety' zuersuwnach t ab, und
dann t(x) nach x, was man als innere Ableitung kennt.
- 1t
Beispiel:  X(t)= [ts 22t+ J. Zuerst die explizite Gleichung: x(t)#=%{ = t(x)=2x
tin y(t) ersetzen: y(t) =t —2t+1=8x> —4x+ 1=,

y'(x)=24x* -4 und 1 "(.)=48x
y'(

Daraus folgt:

Ersetzt man hierin t:

Nun die Ableitung der Par

dt

Daraus folgt y"(x) = —d y's E(et2 —4).—— =12t-2=24-t
g dte 2 dx
y(Y
Ersetzt man hierin t: y" (%)= 24 -2x = 48x
. o () .
(2)  Hier wurde dann y'(x) = W eifigasetzt.
X
Diesen Bruch muss man anscki2f3end nach t ableiten.
Und da x(t) _ & ist, gilt flir den Kehrwert at :,L
dt dx  x(t)
vy (t
(3) Der grof3e Bruch/:ntswthtidurch Anwendung der Quotientenregel auf %
X

Merke alsa: y'(x):M und y--<x):X yX3X y

Und dann ist der Nenner mit seiner 3. Potenz interessant ...

www.mathe-cd.de Friedrich Buckel
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1.5 Trainingsaufgaben
Aufgabe 1 Gegeben ist eine Ellipse durch x(t) =4-cos(t) und y(t)=3-sin(t) fir te[0;2x].
a) Bestimme ihre Koordinatengleichung
b) Berechne y' und y"
c) Bestimme die Gleichung der Tangente und den Kriimmungswert fiir t=in
d) Bestimme die Gleichung der Tangente und den Kriimmungswert fiir x i -2
Aufgabe 2 Gegeben ist eine Ellipse durch
x(t)=3-cos(t)+2-sin(t) und y(t)=2-cos(t)+6-sin(t) fir te0;2n]|.
a) Berechne die Gleichungen der Tangenten firt=0,t= 12" nund t=1n.
b) Wo hat diese Kurve senkrechte Tangenten?
Aufgabe 3 Gegeben ist die Kurve K durch x(t)=2-sint und y(t)= 2:sin(2t— 1) fir te[0;2n].
a) Berechne die Formeln fir y' und y".
b) Stelle die Gleichungen der Tangenten fur t+0 und t=7n auf.
c) Bestimme Hoch- und Tiefpunkte sowie“iechts- und Linkspunkte,
also die Punkte mit waagerechten wder senkrechten Tangenten.
Aufgabe 4 Gegeben ist eine Zykloide durch x{*) = @t—_ZZCZIZEg] fir te[0;2n]
a)  Berechne die Gle/ctiungen der Tangenten firt=0,t= 1n, t=1n, t=3n
und t=m.
b) Zeichne die< irve und trage die Tangenten ein.
Aufgabe 5 Gegebenssidiese Kurve:  X(¢) = (4.003311);&';08(&0)} pe[0;2n]
a) Seatimme die vier Scheitel dieser Kurve (horizontale und vertikale Tangenten).
b) Wwelche Gleichung haben Tangente und Normale fir ¢ = -7 ?
C) Zeichne diese Tangente und Normale zusammen mit der Kurve.
3In(t)
Aufiabe t Gegeben ist die Kurve: X(t)= 1_1 teR\{-1}  (Siehe 54010 Seite 21)
t+1

Info: Diese Kurve hat die Koordinatengleichung y = tanh(x) (Tangens hyperbolicus)
a) Berechne die Gleichung der Tangente fiir x = 0.
b)  Berechne y"(t=0) und y"(t=5)

c) Zeige dass die Kurve fir x — o0 und fiir x - —o verschiedene waagerechte
Asymptoten hat.

www.mathe-cd.de Friedrich Buckel
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Aufgabe 7 Gegeben ist die Kurve X(¢)= (34 i'gé(g);q pe[0;2n]
: ¢

a) Bestimme Definitionsbereich fiir x und Wertebereich fir y.
b) Bestimme die vier Scheitel dieser Kurve (horizontale und vertikale Tangenten).

c) Welche Gleichung haben Tangente und Normale fir ¢ = 0,3 7?

Aufgabe 8 Gegeben ist die Kurve K durch X(¢) = {222225(8); f';‘i:l();(pﬂ oe[0;2n]

a)  Bestimme den Wertebereich der Koordinatenfunktionen x(¢) und (o)

Berechne Hochpunkte, Tiefpunkte, Rechts- und Linkspunkte.
Bestimme die Schnittpunkte der Kurve mit der x-Achse.
Zeichne die Kurve (Wertetabelle mit einem geeigneten R2¢hifer).
b) Zeige, dass K einen Doppelpunkt hat. Berechne ihn“¢ad ¢ie Kreuzungswinkel.

c) Welche Gleichung hat die Tangente im Punkt B fiix ¢yt

Aufgabe 9 Gegeben ist die Kurve Kdurch r(g)=4+e®, ¢
a) Berechne die Tangenten fiir ¢ =0, ¢ =1n und die Tangentensteigung fir ¢ = 7.

Interpretiere das letzte Ergebnis.

b) Zeige, dass diese Kurve einen Kreis\als Naherungskurve hat.
,Wann“ist r(¢) nur noch wenigex.als 0,001 gréRer als 4?

Aufgabe 10 Gegeben ist die Kurve K durch r(¢) = +5 mit ¢e[0;2n|

cos(¢)
a)  Bestimme eine Pardmeterdarstellung fiir K und gib die Wertmengen fiir x(¢) und

y(¢) an.
b) Berechne ein¢ Fuermel fir die Tangentensteigung.

und die Tangentengleichung fir ¢ =37

C) BereChneimi? der Regel von de L'Hospital die Tangentensteigung im Ursprung.

Aufgabe 11 Gegehenist die Kurvenschar K; durch r(¢,t) = ti fir pe [O ; 2n] und t>0.
+¢

a) Rerechne die Schnittpunkte von K; mit der x-Achse.

b Berechne die allgemeine Tangentensteigung y'.

c; Zeige, dass die Tangenten an die Scharkurven im linken Schnittpunkt mit der
x-Achse durch einen von t unabhangigen Punkt Q gehen. Berechne diesen.

d) Zeige, dass Ko eine waagerechte Asymptote besitzt.

Aufgabe 12 Gegeben ist die Kurve K durch x® —y® +3y =0.

a) Berechne implizit y' und y".
b)  Stelle die Gleichungen der Tangenten in P(2]y,) und A(y, | 2) auf.
c) In welchen Punkten hat K waagerechte bzw. senkrechte Tangenten?

www.mathe-cd.de Friedrich Buckel
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2 Die Krimmung von Parameterkurven

2.1 Krummungsformel fiir die Koordinatendarstellung

Mit der Krimmung beschreibt man, wie stark sich die Richtung by
der Tangente in einem gegen die Lange Null gehenden T
Bogenstlick verandert. 6T
In P Ist die Bewegungsrichtung (wenn man t als Zeit interpretiert) 57
o(P). Bewegt man sich um den Bogen As weiter bis Q, und 41
wird dort die Bewegungsrichtung durch den Winkel o (Q) 34
angegeben, dann hat sich entlang des Bogens die Richtung um 2
die Differenz Ao, geandert.

As

oot
(1

¥ G

1+ Rihtuirgsanderung -> Kriimmung

X
>

. i i . A
Als mittlere Krimmung definiert man den Quotienten « = A—a , {
S U| 1

2

3

4 5 6

also die Winkelanderung pro Langeneinheit des Bogens. =

Sehr oft wird hier der griechische Buchstabe x (Kappa) verwendejoicauch k.

Um die punktuelle (momentane) Krimmung zu erreichen, lasscmaii As — 0 gehen.

Die Krimmung in P ist dann «(P) = lim —a, vorausgeset. i ieser Grenzwert existiert.

As—0 AS

Nun sollte man sich erinnern, dass dieser Grenzwert Gec Differenzenquotienten die Ableitung, also der

da
=

Differentialquotient ist: =—
ds

(1)

o doredeida dx _da ds

Nun ist —_——— =
as dx ds dx dx

()

(Das entspricht der Kettenregel: Man‘igitet o zuerst nach x ab, und dann noch x nach s, was der

inneren Ableitung entspricht.)

o sei der Steigungswinkel: m=tan(a)=y'(x)
Umkehrung: a=tan”(y') bzw. a=arctan(y')
WISSEN: Die Tunktion f(x) = arctan(x) hat die Ableitung: f'(x)=—; ;
X° +
Aus o = arctan(y') /
do d y"
folgt: — = —(arctan (y")) = Jy" =
g dx dx( (v) 1+y" y 1+y"
wobei y" die innere Ableitung ( von y") ist.
Fir die Bogenlange gilt: s = j 1+y'?dx, alsoist s'= ? = J1+y”
X4 X
. , d(x dS yll |2 yll
Also erhalt man aus (2 =— —= Y1y s
@ * T ax dx 1+y* y (1+y.2>3/2
£ o . ooy
rgebnis: Fiir die Kriimmung einer Kurve gilt: (K = W (3)
1+y'

Rest im Original!
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